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Zusammenfassung

Diese Arbeit handelt von Feynmanparameterintegralen, welche ihren Ursprung in der
Quantenfeldtheorie haben. Feynmanparameterintegrale stellen holomorphe Funktionen
dar. In dieser Arbeit werden analytische Eigenschaften dieser Funktionen aufgezeigt und
Methoden zu ihrer numerischen Berechnung vorgestellt. Der Schwerpunkt liegt auf einer
Methode, die den Integrationspfad verschiebt. Weiter werden mithilfe dieser Methoden
einige Feynmanparameterintegrale numerisch berechnet und diskutiert.
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2 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Diese Arbeit untersucht Feynman-Schwinger-Parameter-Integrale (kurz Feynman-Integrale),
welche ihre Anwendung im Losen von Integralen in der Quantenfeldtheorie finden.

Die Quantenfeldtheorie beschreibt das Verhalten und die Reaktionen subatomarer Teilchen.
Jeder Reaktion — beispielsweise der Streuung zweier Pionen — wird eine Reihe von sogenann-
ten Feynman-Diagrammen zugeordnet. Je genauer das gewiinschte Resultat sein soll, desto
mehr solcher Diagramme miissen in Betracht gezogen werden. Ein Beispiel eines Feynman-
Diagramms fiir die Pion-Pion-Streuung wird in Abbildung 1 présentiert.

[
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ABBILDUNG 1: Feynman-Diagramm einer Pion-Pion-Streuung. p!' bezeichnen die Impulse der ein-
laufenden Pionen, ¢! die Impulse der Auslaufenden Pionen und #, bzw. (Q —[)* Impulse von internen
Teilchen, wobei Q* = (p1 + p2)* den Gesamtimpuls beschreibt.

Jedes dieser Diagramme kann durch ein Integral umschrieben werden. Das Diagramm aus
Abb. 1 entspricht einem Integral iiber den Viererimpuls d*! des internen Teilchens, wobei die

bzw. zum Integranden beisteuern.

beiden Pfeile je einen Term der Form JvE: _112_i6 M,%—(Ql—l)Z—z‘e

Der komplexe Teil —ie hat seinen Ursprung in der Tatsache, dass in der Quantenfeldtheorie
sogenannt kausale Propagatoren benutzt werden; dieser Teil erlaubt die Auswertung solcher
Integrale fiir physikalische Impulse.

Nun kann die Methode von Feynman und Schwinger benutzt werden, die besagt, dass:
1 _Tlort--+an) /1dx1--~/1dx O(xy + - A xpy — 1281 g0nl

AT A Toaa) - Tlan) o N e Y 1
wobei I'(a) die Gamma-Funktion und §(z) die Dirac-Delta-Funktion bezeichnen. Die Variablen

I

T1,...,Ty heissen Feynman-Parameter. In unserem Fall vereinfacht sich diese Formel und
ergibt angewandt auf unser Integral

1 ! 1
o b [
/dlAB /dl/o T BO -2

Das Integral iiber den Viererimpuls lédsst sich dadurch einfach ausfiihren; iibrig bleibt das

Integral iiber den Feynman-Parameter x. Dieses Integral lautet (bis auf konstante Faktoren):

1 Q2
F(z) = i In(1 — zz(1 — 2) — ie)dz, mit z= .
(2) Jim, ; n(l —zzx(1 —x) —ie)de, mit =z M2

Bei der Pion-Pion-Streuung steht M;+/z fiir die Totalenergie im Schwerpunktsystem. Es
gilt
(p1 +p2)° 7
z = T =41+ 2 >4

s



fiir physikalische Impulse p. Derselbe Ausdruck F(z) wird auch bei der Streuung von Pionen
im elektromagnetischen Feld eines schweren Kernes erhalten. In diesem Fall ist

.
s=(p—q)’ = —ﬁpQ(l — cosf) <0,

T

wobei 0 der Streuwinkel ist.

In dieser Arbeit geht es darum, Funktionen wie F(z) zu diskutieren und numerisch zu 16sen.
Es werden sich allerdings Probleme ergeben, wie oben, wenn beispielsweise das Argument
des Logarithmus Null oder negativ wird. Um solche Fragen besser zu verstehen, werden die
Funktionen fiir beliebige komplexe z diskutiert, obwohl z im physikalischen Fall eine reelle
Zahl ist.

Es werden zwei Methoden zur numerischen Integration vorgestellt:

Die e-Methode basiert auf der Substitution

z — z+1g;

die Variable z wird also um einen kleinen Teil in die komplexe Ebene verschoben.
Die A-Methode verschiebt den Integrationspfad des Feynman-Parameters in die komplexe
Ebene. Es wird sich zeigen, dass diese Methode viel genauer ist.

In Kapitel 2 werden die mathematischen Hintergriinde dieser Pfadverschiebungen diskutiert
und die beiden Methoden genauer definiert. In Kapitel 3 werden die Methoden zur numeri-
schen Losung von Integralen angewandt. Ebenso sollen die Resultate vorgestellt und verglichen
werden.
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2 Mathematischer Hintergrund

Vorausgesetzt werden Grundkenntnisse der komplexen Analysis (fiir eine kurze Zusammenfas-
sung siehe Anhang A.1), sowie Kenntnisse tiber Singularitidten und analytische Fortsetzungen
(siehe Anhang A.2).

In diesem Kapitel werden Funktionen F(z) untersucht, die in einem bestimmten Gebiet eine
Integraldarstellung besitzen. Dabei wird versucht, die holomorphen Eigenschaften von F(z)
darzulegen ohne das Integral explizit zu 16sen. In einem ersten Teil werden Cauchy-Integrale
diskutiert, also Integrale, bei welchen der Integrationsweg geschlossen ist. In einem zweiten
Teil werden Eigenschaften von allgemeinen Kurvenintegralen gezeigt. Hier kann der Integra-
tionspfad beliebig verlaufen. Mit diesen Vorkenntnissen koénnen drei Methoden besprochen
werden: Die Darstellung der Funktion mittels einer Dispersionsrelation, die e-Methode und
die A-Methode.

2.1 Cauchy-Integrale

Die Funktion F'(z) besitze beispielsweise innerhalb einer Kurve C' (siche Abb. 2) die Integ-
raldarstellung

c u
F(z) = — 74 w1 1)

Tomi ) u—zuZ+ 1

Aus dem Satz von Cauchy wissen wir, dass F'(z) = was wir allerdings nicht benutzen

1
ZQ-‘rl )
wollen; wir nehmen aber zur Kenntnis, dass F'(z) einen einfachen Pol bei z = +i besitzt.

/ > Re(z2) / > Re(z)
—1 —1
ABBILDUNG 2: Definitionsgebiet G der ABBILDUNG 3: Erweiterung des Definitions-
Funktion F'(z) und Integrationskurve C. gebietes von F(z).

F(z) ist also in einem Gebiet innerhalb der Kurve C' definiert, welches ich mit G bezeichne.
Es wird nun untersucht, was passiert, wenn z gegen den Rand dieses Definitionsgebiets lduft,
wie zum Beispiel in Abb. 3.

Man sieht leicht, dass der Integrand aus (1) holomorph ist bis auf die Stellen v = z und
u = =i, wo er singuldr ist. Da der Weg C (siehe Abb. 3) keine Singularitiat tiberquert oder
umrandet, ergibt das geschlossene Integral aus (1) tiber diesen Weg Null. F(z) kann also
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auch als das Integral iber den Weg C' U C; dargestellt werden, wobei sich die beriithrenden
Linienstiicke C' N C} durch die umgekehrte Orientierung aufheben. Nun ist die Integrationslinie
langer und somit das Gebiet G grosser, in welchem die Funktion F(z) definiert ist.

Lauft z gegen den Rand des Definitionsgebiets, so kann der Weg C' genau so erweitert
werden, dass z wieder innerhalb dieser Kurve liegt.

Lauft z allerdings gegen die Singularitdt z — =4, so kann der Weg nicht einfach iiber die
Singularitét hinweggeschoben werden; der Pfad wird zwischen der Singularitét v = z und u =
+i gewissermassen eingeklemmt. Durch das Anndhern von z zu +i divergiert der Integrand,
wodurch eine Singularitét entsteht. F'(z) hat bei z = +i also eine “Pinch-Singularitat”.

—1 —1
ABBILDUNG 4: Verschiebung des Pfades fiir ABBILDUNG 5: Verschiebung wenn das z
ein anderes z. einmal um den Pol +i gewandert ist.

Befindet sich z noch weiter vom Integrationsgebiet entfernt, so kann der Weg geméss Abb. 4
um den Punkt z = ¢ herum verschoben werden. Somit kénnen wir auch z einmal ganz um
z = 1 laufen lassen, wodurch sich der Weg entsprechend Abb. 5 verschiebt. Dieser Weg kann in
zwei Teile C7 und Co aufgeteilt werden (Abb. 6), wobei der Beitrag aus Cy durch das Fehlen
von Singularitédten verschwindet. Ubrig bleibt also der Beitrag aus Co (sieche Abb. 7), was der
Darstellung aus (1) entspricht.

Das gleiche Verfahren kann auch fiir den Punkt z = —i angewandt werden. Man sicht also,
dass F'(z) sich nicht &ndert, wenn die Funktion um den Punkt z = +i analytisch fortgesetzt
wird; somit ist die Singularitdt bei z = +i ein Pol (weil die Singularitidt keine Wurzel- oder
Logarithmus-Eigenschaften aufweist). Uber die Ordnung dieses Pols kann nichts ausgesagt
werden.

Dieses Beispiel zeigt, dass Informationen iiber die singuldren Stellen der Funktion F'(z)
durch Verschieben des Integrationspfades gewonnen werden kénnen.
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Im(z) Im(z)
A

Cs
> Re(z2) > Re(z)
—i —1
ABBILDUNG 6: Aufteilung des Integrations- ABBILDUNG 7: Das Integral iiber den den
pfades in zwei Teile C'; und Cs. Weg C verschwindet.

2.2 Integration iiber Kurvenstiicke

Die Funktion G(z) besitze beispielsweise die Integraldarstellung

o= [ 2)

-1 ’U/2+Z‘

Im Unterschied zum vorherigen Abschnitt besitzt der Integrationsweg hier einen fixen An-
fangspunkt v = —1 und einen fixen Endpunkt v = 1. Durch diese Einschrinkung kann der
Pfad nicht mehr beliebig verschoben werden.

Singulédre Stellen des Integranden treten auf, wenn der Nenner Null werden kann. Da
zwischen —1 und 1 lduft, konnen diese Singularitdten nur fiir z € [—1,0] auftreten. G(z) ist
also holomorph in C\ [—-1,0] und hat zwei Singularitdten bei z = —1 und bei z = 0.

Die Singularitéten von G(z) sehen wie folgt aus:

Glz) = %%—hl(z), z2—0
B V%ln (=1 —+v/=2) + ha(z) z— —1

Dabei ist h; eine holomorphe Funktion in der Umgebung von z = 0 und hg eine holomorphe
Funktion in der Umgebung von z = —1. Wir haben also eine Wurzelsingularitit bei z = 0 und
eine logarithmische Singularitét bei z = —1.

Grund: (Im eingeriickten Text folgt die Herleitung der Art der Singularitéten)
Durch Partialbruchzerlegung des Integranden von (2) erhélt man
us 1

G(z):$+ﬁ{ln(l+i\/§)—ln(l—i\/g)}.

h(v/Z)
Der zweite Term h(4/z) ist eine gerade Funktion in /z:

h—V2)=h(Vz) = h(vVz)=) an(V2)" =) anz" =h(2)
n=0 n=0
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hi(z) ist also holomorph in z = 0, somit hat G(z) = % + hi1(2) in z = 0 eine
Wurzelsingularitét.

Um den Punkt z = —1 zu untersuchen, wird z durch die obere Halbebene von
C bis in die Ndhe des Punktes z = —1 bewegt. Dadurch wird /z zu iy/—z und
G(z) wird dadurch zu:

1
=

G(z) = ——+— ! In(14+v~2) + In (1 —+v=2)

ha(z)

Fiir z — —1 ist ho(z) holomorph und der zweite Teil wird zu einer logarithmischen
Singularitét.

Nun wird versucht, die Art dieser Singularitdten zu bestimmen, ohne das Integral zu I6sen.
Dazu tiberlegt man sich, was passiert, wenn die Funktion F'(z) entlang eines Kreises um die
singuldre Stelle analytisch fortgesetzt wird. Um dies zu erreichen, muss der Integrationspfad
verschoben werden, sobald sich z dem Schnitt (—1,0) ndhert, weil sich dann die singuléren
Stellen des Integranden (uy = +iy/z) dem Integrationspfad néhern.

Bewegt sich z im Gegenuhrzeigersinn entlang eines Kreises um den Nullpunkt, so bewegen
sich die singulédren Stellen des Integranden u. entsprechend der Abbildung 8.

Im(z Im(u
\ (2) \ (u)
X 1
. Uy U—
« Z2=re¥ ¥’
’ x : > Re(z) Y X > Re(u)
a1\ J 1 1 1
A p
—1 —1

ABBILDUNG 8: Links ist die komplexe z-Ebene Abgebildet. Der Schnitt z € [—1, 0] und die Singula-
ritdten z = —1 und 2z = 0 sind hervorgehoben. z lduft entlang eines Kreises um den Nullpunkt. Rechts
sind die singuldren Stellen des Integranden uy = +i+/z eingetragen, diese vertauschen ihre Plitze,
wenn z um den Nullpunkt lauft.

Nun wird der Pfad wie in Abb. 9 verschoben. Dieser Pfad kann anschliessend zu einem
Integrationspfad entlang des urspriinglichen Weges u € [—1,1] und zwei Kreisintegralen (C
und C_) um die singulédren Stellen des Integranden w4 vereinfacht werden.

Die beiden Beitrége des Integrals entlang C'_ und C betragen jeweils

Cfl du 1 T
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Im(u) \ Im(u)

e 1)l

ABBILDUNG 9: Wird die Funktion G(z) analytisch fortgesetzt, so muss der Integrationspfad ver-
schoben werden (links). Dieser Pfad kann dhnlich zu Abb. 6 und Abb. 7 vereinfacht werden (rechts).

Im(u) \ Im(u)

ABBILDUNG 10: Liuft z ein zweites mal um den Ursprung, so tauschen C_ und C ihre Position und
durch das Verschieben des Pfades u € [—1, 1] entstehen zwei neue Kreisintegrale C’. und C’_ (links).
Die Kreisintegrale heben sich durch die gegensétzliche Orientierung gegenseitig auf; iibrig bleibt der
urspriingliche Integrationspfad von u = —1 bis u = 1 (rechts).

Wird die Funktion G(z) entlang eines im Gegenuhrzeigersinn orientierten Kreises um den
Nullpunkt analytisch fortgesetzt, so ergibt sich die Funktion é(z) =G(z) — 2—\/7%

Bewegt sich z ein zweites mal um den Nullpunkt, so vertauschen die beiden Kreise C
und C_ ihre Position und durch das Verschieben des Pfades u € [—1,1] entstehen wie oben
zwei neue kreise C’ , C_ (siehe Abb. 10). Durch die entgegengesetzte Orientierung heben sich
jeweils Cy und C”_ sowie C_ und C’_ weg; iibrig bleibt das urspriingliche Integral entlang des
Pfades u € [—1,1].

Setzt man die Funktion G(z) analytisch fort, indem sich z zweimal um den Nullpunkt
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bewegt, so erhdlt man wieder die urspriingliche Funktion G(z). Der Nullpunkt ist also eine
Quadratwurzelsingularitét.

Bewegt sich z gegen den Nullpunkt, so ndhern sich auch die singuldren Stellen des Inte-
granden dem Nullpunkt, jedoch aus verschiedenen Richtungen. Dadurch wird der Pfad einge-
klemmt, so dass er nicht mehr verschoben werden kann und es entsteht eine Pinch-Singularitét
von G(z) bei z = 0.

Im(z) Im(u)

A A

ABBILDUNG 11: Liuft z um die Singularitdt z = —1 (oben, links), so verschieben sich die singu-
ldaren Stellen des Integranden entsprechend dem Bild oben rechts. Bei der analytischen Fortsetzung
der Funktion muss der Pfad entsprechend verschoben werden (unten, links). Die Vereinfachung des
Integrationspfades auf den urspriinglichen Pfad und zwei Kreisintegrale C;., C_ um die singuléren
Stellen des Integranden ist unten rechts dargestellt.

Umrundet man beim analytischen Fortsetzen den Punkt z = —1, so verschieben sich die
singuldren Stellen des Integranden u entsprechend Abb. 11. Der neue Integrationspfad kann

dhnlich wie vorhin zum urspriinglichen Integrationspfad und zwei Kreisintegralen C'y und C_
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vereinfacht werden.
Die Beitrage von Cy und C_ sind

C du 1 o
{u—i-i\/gu—i\/? RNz
Wird die Funktion G(z) entlang eines im Gegenuhrzeigersinn orientierten Kreises um den
Punkt z = —1 analytisch fortgesetzt, so ergibt sich die Funktion G(z) = G(z) — 2—\/7%
Beim erneuten Umrunden von z = —1 werden die Kreisintegrale C';, C_ ihre Positionen
nicht vertauschen, sondern sie bleiben am selben Ort und heben sich dadurch nicht mit den
durch die Verschiebung des Pfades hervorgerufenen neuen Kreisintegralen C’,, C’ auf (siehe

Abb. 12).

\ Im(u)

Cy+C% c_+C-

ABBILDUNG 12: L&uft z ein zweites mal um den Ursprung, so ergeben sich zwei zuséatzliche neue
Kreisintegrale C’, und C”_.

Bei jeder Umrundung von z = —1 kommt somit ein zusétzlicher Faktor dazu, die Funktion
sieht nach n Umrundungen wie folgt aus:

G (z) = G(z) +n n € Z,

Ve
wobei im Uhrzeigersinn orientierte Umrundungen als negativ gezdhlt werden. Diese Eigen-
schaft zeigt, dass die Singularitéit logarithmisch ist.

Lauft z gegen —1, so ndhern sich die singuldren Stellen des Integranden den Endpunkten
des Integrationspfades. G(z) hat also eine Endpunktsingularitat bei z = —1.
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2.3 Dispersionsrelation

Bei der Methode der Dispersionsrelation kann ein Integral umgeschrieben werden, so dass die
Singularitdten direkt erkennbar sind.
Sei F'(z) eine auf C\ [z, 00) holomorphe Funktion, so kann F(z) durch ein Cauchy-Integral

C
F(2) = 5 f £l

wobei C' ein im Gegenuhrzeigersinn orientierter geschlossener Pfad um den Punkt z ist (siehe
Abb. 13).

dargestellt werden:

Im(z)

N
SN

\ =

ABBILDUNG 13: Anfanglicher Integrationspfad C' des Cauchy-Integrals, der aufgeteilt werden kann
in ein Integral iiber K und eines iiber L.

Weil der Integrand keine weiteren Singularitéten, ausser £ = z und jene von F'(§) aufweist,
kann der Integrationspfad C' verschoben werden, so dass iiber einen Kreis K, dessen Radius
gegen unendlich geht und einen Pfad L um den Schnitt von z bis ins Unendliche integriert
wird (siche Abb. 13).

Nun wird die Diskontinuitat AF(x) definiert ist als

AF(z) = lim {F(x+ic) — F(x —ie)},

e—0t
so dass das Integral iiber L geschrieben werden kann als:

1L FE&)df_ 1 {/”der/mwdx}—1/mAF($)dx,

2mi) & 21 | Joso T —z T —z 270 Sy T —2

vorausgesetzt, dass die Diskontinuitdt im Unendlichen verschwindet, so dass sie integrierbar
wird.
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Es gibt zwei mogliche Falle:

Fall 1:
Sowohl die Diskontinuitét, als auch das Integral {iber K verschwinden im Unend-
lichen, so dass F'(z) dargestellt werden kann als

1 [ AF
F(z) = — / ﬂdx.
270 Jyy T — 2
Fall 2:
Wenn die Diskontinuitit oder/und das Integral iiber K im Unendlichen nicht ver-
schwinden, so wird eine neue Funktion J(z) eingefiihrt als

J(z) ist holomorph in z = 0. Grund: J(0) = F’(0) und F(z) ist holomorph in
z=0.

Nun wird J(z) genau gleich dargestellt wie oben, was dazu fiihrt, dass AJ(z) =
AFT(Z). Die Wahrscheinlichkeit, dass die Diskontinuitdt nun im Unendlichen ver-

schwindet ist also grosser. Es gibt auch hier die zwei Fille:

Fall 2a:
Sowohl die Diskontinuitdat AJ(x), wie auch das Integral
I
RGN
2t | &€ — 2

iiber den Kreis K verschwinden im Unendlichen, dann lésst sich J schrei-
ben als:

J(z) =

T 2mi

1 / AJ(:L‘)dx _ 1 1AF<x)dx.

o T—2 270 Jpy T —2

Somit ldsst sich F'(z) darstellen als

z

Fz) = F(0) + = /

21

> dz AF ()

x x—2z

0

Fall 2b:

Geht die Diskontinuitét oder das Integral iiber K im Unendlichen immer

noch nicht gegen Null, so kann dieses Verfahren beliebig oft wiederholt

JE=IO) gefinjert
z

werden. Falls bei dieser die Diskontinuitdt und das Integral iiber K im

werden. Als néchstes kann eine Funktion M (z) =

Unendlichen gegen Null gehen, so kann analog zu oben gezeigt werden,
dass F'(z) geschrieben werden kann als

J— / R
F() = FO) +2F'0)+ o0 | 55570

22 /°° dz AF(x)

Aus dieser Darstellung sieht man sofort, dass sich eine singulére Stelle von F(z) bei z = xg

befindet und das Definitionsgebiet von F(z) einen Schnitt von zg entlang der reellen Achse

bis ins Unendliche aufweist.
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2.4 Die e-Methode

Hintergrund:
In der Quantenfeldtheorie trifft man auf Integrale der Form

1
F(z)= EEIél+ (g (z,2) —ie)* dx; a€eR, zeR. (3)
0

Im Folgenden wird die Funktion g(z,z) = 1 — zz (1 — x) betrachtet.

Léasst man e direkt gegen Null gehen, so divergiert der Integrand dieser Funktion im Allge-
meinen genau dort, wo g(x,z) Null wird (und/oder ist nicht definiert fiir ¢ < 0). Abbildung
14 zeigt den Verlauf von g(z, z) fiir verschiedene z, wenn die Integrationsvariable x von 0 bis
1 lauft.

g(z, 2)

. N //‘/ 2=
-0.2 F el - - [ p— i
"""""" — 3 ____________
PO E—
e Pod
''''''' Z =06 -
-0.6 L 1 ) )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

ABBILDUNG 14: Kritischer Teil des Integranden

Es ist zu erkennen, dass g(x,z) Null werden kann, falls z reell und grosser als 4 ist. Bei
z = 4 besitzt g(x, z) sogar eine doppelte Nullstelle. Wiirde z einen Imaginérteil verschieden
von Null besitzen, so wiirde g(z, z) nie exakt Null werden.

Idee:
Die Idee der e-Methode besteht nun darin, z ins Komplexe zu verschieben, also folgende Sub-
stitution durchzufiihren:

z— z+1€e

Dadurch will man erreichen, dass g(x, z+1ie) selbst einen kleinen negativen Imaginérteil erhélt
und man dadurch den Term —ie in Gleichung (3) weglassen kann ohne das sich die Funktion
F(z) nach der Integration veréindert.
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Voraussetzung:

Entwickelt man g(z, z + i¢), so erhélt man:

) .0 €2 0?2
g(z,z +ie) = g(x, 2) yied ——‘Z +0(e%)
e 0z 2 022 ~—~—
eR GIR klein

Es ist ersichtlich, dass g(x,z + ie) einen kleinen Imaginérteil erhélt. Der Imaginérteil von
g(x, z + ie) wird allerdings nur dann negativ, wenn % <0 Vz, Yz €]0,1].

0
Die Voraussetzung 8—9 < 0| muss also erfiillt sein, um die e-Methode anwenden zu diirfen.
z
In unserem Beispiel ist % = —z(1 —x) < 0 fir z € [0,1], ausser bei z = 0 oder z = 1.

Jedoch sind diese Punkte ohnehin unproblematisch, da dort keine singuldre Stelle des Inte-

granden zu liegen kommt.

Konsequenz:

Um die Auswirkungen der e-Methode auf die Singularitdten des Integranden etwas anschauli-
cher machen zu kénnen, sind nachfolgend die Nullstellen von g(z, z) in einer Grafik eingetragen.
Dabei wandert z in einem konstanten Abstand um den Ursprung bis nach 5 + ie, wodurch
sich die Nullstellen von g(x, z) dem Intervall [0, 1] n&hern.

A Im(2) A Im(z)

>z N

ABBILDUNG 15: Links: Verschiebung von z. Rechts: Rot eingezeichnet sind die Nullstellen von
g(z, z), also die singuléren Stellen des Integranden.

Besitzt also z einen kleinen positiven Imaginérteil (wie in Abb. 15), so verschiebt sich die
erste Singularitéit ein wenig gegen unten (negativer Imaginérteil) und die zweite Singularitét
ein wenig nach oben. Der Integrationspfad verlauft also oberhalb der ersten Singularitat und
unterhalb der zweiten Singularitdt hindurch. Im Grenzfall lim liegen die Singularitédten direkt

e—0t
auf dem Intervall [0, 1].

Fiir weitere Beispiele habe ich ein Programm geschrieben, das die Nullstellen darstellen
kann (siehe Abb. 16). Dabei miissen die Nullstellen der konkreten Funktion g(z, z) eingegeben
werden. Nach der Kompilierung 6ffnet sich ein Fenster, in dem im linken Quadrat mit der
Maus ein Punkt z angeklickt werden kann. Zu diesem Punkt werden dann im rechten Quadrat
die Nullstellen ausgegeben.

Das Problem dieser Methode besteht darin, dass € so klein wie moglich gewéahlt werden muss;
andernfalls befinden sich die Singularitéten zu weit vom Grenzwert lim entfernt, was nicht zum

E—>
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% I

datei  bearbeiten |

INE

ABBILDUNG 16: Programm zum Darstellen der Position der Singularitéten

richtigen Resultat fithrt. Andererseits besteht das Problem, dass fiir kleine € der Integrand sehr
grosse Werte annehmen kann, da der Integrationspfad nahe an den Singularitidten vorbeifiihrt.
Zu grosse Werte des Integranden fithren zu einem deutlich héheren Rechenaufwand beim
numerischen Integrieren und verhindern unter Umsténden, dass die gewiinschte Genauigkeit
innerhalb einer verniinftigen Zeit erreicht werden kann.

Bei dieser Methode muss also immer abgewogen werden, wie gross € im jeweiligen Beispiel
gewdhlt werden kann, um einerseits eine gewiinschte Genauigkeit zu erreichen und andererseits
den Rechenaufwand in Grenzen zu halten.

Kann € nicht klein genug gewdhlt werden, so besteht die Moglichkeit, das exakte Resultat
zu interpolieren. Dies erreicht man, indem man die Berechnung fiir verschiedene ¢ durchfiihrt.
Danach legt man beispielsweise ein Polynom p(e, z) durch die Resultate und wertet das Po-
lynom an der Stelle ¢ = 0 aus. Dieses Vorgehen ist allerdings unpraktisch, da eine solche
Interpolation fiir jedes einzelne z im gewtlinschten Intervall durchgefiihrt werden miisste.
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2.5 Die A\-Methode

Hintergrund:
Die Integrale sind von der gleichen Form
wie jene, welche mit der e-Methode be- ‘\Im(aj)

handelt werden.

Idee:

Der Grenziibergang lim wird bereits °© ° > Re(z)
e =t 0 O.U
am Anfang ausgefiihrt. Somit befinden

sich die Singularitdten direkt auf dem

Intervall [0,1]. Um zu vermeiden, dass

der Integrand iiber diese Singularititen

ABBILDUNG 17: Verschiebung des Pfades bei der -
Methode. Die grossen roten Punkte stellen die singulé-
ren Stellen des Integranden dar.

lduft, kann auch der Integrationspfad in
der komplexen Ebene verschoben wer-
den. Solange der Weg nicht iiber weitere
Singularitdten hinweggeschoben wird, bleibt das Resultat des Integrals dasselbe. Statt z mit
einem kleinen Imaginérteil zu versetzen, wodurch sich die Singularitéten wie in Abb. 15 von
der reellen Achse wegbewegen, wird also ein anderer Integrationsweg gewahlt, so dass die
Singularitdten auf der gleichen Seite wie vorhin durchlaufen werden. Der Integrationspfad
in unserem Beispiel wird wieder oberhalb der ersten und unterhalb der zweiten Singularitat
durchgelegt. Der Verlauf des Integrationsweges, welcher immer noch von 0 bis 1 fiihrt, ist in
Abb. 17 zu erkennen. Der neue Weg wird durch folgende Substitution beschrieben:
9g

xr — yzx—i)\m(l—az)%

Voraussetzung:

Das Ziel ist es, die Parametrisierung wieder so zu gestalten, dass man einen kleinen negativen
Imaginérteil im Integranden der Gleichung (3) erhélt. Um dies zu untersuchen, wird g(y, z) in
einer Taylor-Reihe entwickelt:

. . dg PN 2 2 829 Jg 3
9(y,2) = g(x, 2) —iAz(1 — @) (m,) 57 (1-2) <3:t:28:r> +0(\") (4)
eR 5 he klein

Fiir geniigend kleine A\ kénnen die Terme der Ordnung A? vernachléssigt werden.

0
Um einen negativen Imaginérteil zu erhalten muss also die Voraussetzung a—g = 0| erfiillt
x

sein, was gleichbedeutend damit ist, dass die Nullstelle eine einfache sein muss.

In unserem Beispiel betrégt % = z(2x — 1). Die Voraussetzung ist also in allen Punkten

1

erfiillt, ausser bei x = 5, wo sich fiir 2 = 4 eine doppelte Nullstelle befindet.
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Konsequenaz:

Der Vorteil dieser Methode gegeniiber der e-Methode liegt darin, dass der Integrationsweg
einen grosseren Abstand zur Singularitdt hat, wodurch der Betrag des Integranden kleiner
wird. Dadurch kénnen Rechenprobleme, wie sie bei der e-Methode auftreten, vermindert wer-
den. Die grosse Stéarke der Methode liegt vor allem darin, dass das Resultat im Prinzip unab-
héngig von A ist, was bedeutet, dass man immer die exakte Losung erhalt. Es gibt allerdings
einige Einschrankungen bei der A-Methode:

1. Es ist moglich, dass der Pfad bei der Substitution so weit verschoben wird, dass er iiber
weitere Singularitéten hinweggeschoben wird.

2. Fiir grosse A kénnen die Terme der Ordnung O(\?) aus Gleichung (4) ins Gewicht fallen
und bewirken, dass man einen positiven Imaginérteil im Integranden erhalt, wodurch
der Integrationspfad auf der “falschen” Seite der Singularitidten liegen wiirde.

3. Es konnen doppelte Nullstellen auftreten, sodass der Pfad an diesem Ort nicht verscho-
ben werden kann und folglich direkt {iber die Singularitit integriert wird.

Falls die Singularitéten isoliert sind, wird die Einschrénkung unter Punkt 1 durch Berech-
nung der Position sémtlicher Nullstellen und der Wahl eines geeignet kleinen A hinféllig.

Auch die Schwierigkeit unter Punkt 2 kann durch geniigend kleine A behoben werden. Bei
der numerischen Integration kann eine if-Abfrage eingebaut werden, welche liberpriift dass
g(z, z) immer einen kleinen negativen Imaginérteil enthéilt und das Programm andernfalls mit
einem Fehler abbricht.

Die wirklich einschneidende Einschrankung besteht in Punkt 3. Hat man einen Integranden
mit der Eigenschaft, dass g(x, z) = 0 und % = 0 fiir ein bestimmtes z = zg, so miissen die
analytischen Eigenschaften dieser Stelle ndher untersucht werden. Numerisch gibt es folgende
Moglichkeiten, trotzdem zu einem Resultat zu gelangen (allerdings ist die Korrektheit nicht
garantiert):

e Die Integrationsroutine soll viel mehr Rechenschritte benutzen, danach kann versucht
werden, ob es trotzdem moglich ist, das Integral numerisch zu berechnen.

e Man berechnet das Integral in einer Umgebung der kritischen Stelle (also fiir z in der
Néhe von zp) und interpoliert die Rechnung am Schluss (fiir z — zp).

e Man benutzt die e-Methode und interpoliert ggf. die Resultate fiir e — 0.

Unter Beachtung dieser drei Einschrankungen kann A beliebig gew#hlt werden, denn dann
héngt das Ergebnis nicht von A ab. Wie bereits erwéhnt liegt der grosse Vorteil dieser Methode
darin, dass das Frgebnis in jedem Fall exakt ist, im Gegensatz zur e-Methode, wo man das
exakte Resultat nur erahnen kann, beispielsweise durch eine Interpolation fiir immer kleinere €.

Diese Tatsache kann ausgeniitzt werden um A so gross zu wahlen, dass der Integrationspfad
weit weg von den Singularitéten verlduft. Dadurch wird der Betrag des Integranden nicht mehr
extrem gross, was zu einem viel geringeren Rechenaufwand bei der numerischen Integration
fithrt. In Abb. 18 ist diese Tatsache graphisch dargestellt. Dabei sind der Real- und Imaginérteil
des Integranden [g(x,2)]™" = [1 —zz(1 —2)]™" mit 2 = 5 und n = 1 eingetragen. Es ist
deutlich zu erkennen, dass die Werte bei der e-Methode viel grosser werden. Es ist allerdings
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aber noch zu beachten, dass A genau gleich gross gewahlt wurde wie ¢; dabei konnte man ohne
Genauigkeitsverluste A auch viel grosser wahlen, wodurch die Werte der Integranden erheblich
kleiner wiirden.

100 ' , ,
Re [g(z,2)] " - A ——
80 F Im g(a;z) LT
Re g(a:,z _1 — £ eeeeeeeeaens
60 Im g(g;’z [ —
40
1
0
-20
-40
-60

x

ABBILDUNG 18: Werte der Integranden bei der A-Methode mit A = 0.05 und bei der e-Methode
mit € = 0.05. Sowohl der Real-, als auch der Imaginérteil des Integranden werden bei der A-Methode
erheblich kleiner.
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3 Anwendung: Feynmanamplituden

3.1 Einschleifenintegrale
3.1.1 Diskussion

Als erstes Beispiel wird die bereits erwéhnte Funktion F(z) diskutiert:
F(z) = lim / lg (z,2) —ie]* dux; a€eR (5)

mit g(z,z) =1—zz (1 —z).
Damit spéter die Genauigkeiten der Resultate beurteilt werden konnen, wird hier exempla-
risch die Stammfunktion des folgenden Integrals angegeben:

1
F(z):/ In(1-zzx(l—2x))de (6)
0
Durch Faktorisieren von g(z, z) ldsst sich das Integral 16sen und man erhalt
W+1
W -1
Um Schwierigkeiten mit negativen Logarithmen zu vermeiden, miissen bei der Berechnung

die drei Falle z < 0, z € (0,4), z > 4 einzeln behandelt werden. Das Definitionsgebiet der
Funktion F'(z) hat einen Schnitt bei z € [4,00]. Grund: nach meiner Konvention aus An-

4
>—z mit W =4/1-—. (7)

Hazwm<

hang A.2 geht der Imaginérteil des Logarithmus fiir z mit Re(z) > 4 und einem sehr kleinen
positiven Imaginérteil gegen +m und entsprechend fiir z mit einem sehr kleinen negativen
Imaginéarteil gegen —m, wodurch eine Unstetigkeitsstelle bei der reellen Achse entsteht.

Nun soll das Integral numerisch berechnet werden; dazu bedienen wir uns der bereits vor-
gestellten e-Methode und der A-Methode.

Da % = —z(l —z) <0 fir x € (0,1) ist die Voraussetzung der e-Methode erfiillt. An den
Punkten x = 0, x = 1 liegen keine Singularitdten, weshalb also die e-Methode ohne Probleme
funktionieren wird.

Eine doppelte Nullstelle kann sich nur bei z =4 und « = % ergeben. Grund:

0 1 1 1
a—izz(?x—l)LO(ﬁx:§ und g<2,z>—1—z4io<:>2—4

F(z) hat dort also eine Pinch-Singularitéit. Der einzig heikle Punkt bei der \-Methode wird
also der Punkt z = 4,z = % sein, denn dort wird der Pfad nicht verschoben und man integriert

iiber eine Singularitét. In unserem Beispiel ergibt sich allerdings folgende Situation:

/Olln(l—ékv(l—x))da::/olln <4 <$_;>2> d$:/011ny2 N

mit y = 2 (:r — %) Somit ist diese Funktion integrierbar und sollte fiir die A-Methode kein
Problem darstellen.

Anders sieht dies allerdings aus in Beispielen, wo die Funktion F'(z) = fol [9(x, z) —ie] " dx
mit n € N berechnet wird. Hier wird sich zeigen, dass beim Grenziibergang z — 4 die Funktion
F(z) divergiert.
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3.1.2 Graphischer Vergleich der beiden Integrationsmethoden

Fiir die Funktion (6) werden nun die beiden numerischen Methoden (e- und A-Methode) mit
der exakten analytischen Losung aus (7) verglichen und in der folgenden Abbildung dargestellt.
Dabei lauft z zwischen —1 und 6. Eingetragen sind jeweils der Real- und der Imaginérteil der
Funktion F'(z). Die exakte Losung wurde iibersichtshalber weg gelassen, sie unterscheidet sich
um maximal 1072 vom Ergebnis der A-Methode.

0.5

= Y
-1 %
15 k- Re F(z
Im F(z
Re F(z)
2 1 1 Im E(z) — & 1
-1 0 1 2 3 4 ) 6

ABBILDUNG 19: Die verschiedenen Methoden im Vergleich mit € = 0.05, A\ = 0.05

Zu erkennen ist der stetig differenzierbare Ubergang bei z = 0. Die beiden Kurven liegen
ziemlich genau iibereinander; nur um z = 4 liegt die Kurve der e-Methode etwas daneben.

Der Wert an der Stelle z = 4 wurde in Abb. 20 fiir verschiedene A und verschiedene &
eingetragen, wodurch der Fehler abgeschatzt werden kann. Man sieht, dass € sehr klein gew&hlt
werden muss, wenn genaue Resultate erwiinscht sind. Weiter bleibt einmal mehr zu bemerken,
dass das Resultat der A-Methode fiir A > 0 unabhéngig von A ist, was in Abb. 20 sehr gut
zum Vorschein kommt.

Bei Integranden mit stirkeren Singularitiiten, beispielsweise g(z, 2)!, g(x,2)72, ..., wird
der Unterschied dieser beiden Methoden immer deutlicher. Um den Integranden g(z,z)™*
zu berechnen, benotigt die e-Methode so viele Integrationsschritte, dass nur noch Resultate
fiir ¢ > 0.05 berechnet werden konnen; diese sind dann allerdings sehr ungenau (teilweise

Abweichung von iiber 400%).
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0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
A€

ABBILDUNG 20: Genauigkeiten der beiden Methoden bei z = 4 fiir verschiedene Parameter A\ und e.

3.2 Zweischleifenintegrale

Mehrdimensionale Integrale der Form

1
F(Z)—/ dz[g(zy, z) — ie]", k=1,2,....j
0

kénnen auch mit der A-Methode berechnet werden. Dabei wird jedes xj folgendermassen

transformiert:
. dg
T — Yk =x — idxg(l — :Uk)a—mk

Auch hier gilt die Einschréankung 8‘% # 0, andernfalls wird der Pfad nicht verschoben.

3.2.1 Zyer

Die erste Funktion, welche untersucht wurde, ist

mit  zyer = 0(1 — 23) + 23 (1 — 222 (1 — x2)),

1
1
Fyei(z) = B / Ay,
0 er

v
wobei die Konstanten 5 = 1 und ¢ = 5 gewahlt wurden. Es wird iiber die Variablen zs und
xg integriert, das Integral ist also zweidimensional.

Da % < 0 fiir alle x9,x3 € (0,1), ist die Bedingung der e-Methode erfiillt.

Die Nullstellen von zyer, liegen allesamt an Positionen, bei welchen %ZTV? # 0 und/oder
%ZTV? # 0. Der Integrationspfad kann somit mithilfe der A-Methode bei jeder Nullstelle ent-
weder in die komplexe zo-Ebene und/oder in die komplexe z3-Ebene verschoben werden, was
bedeutet dass die A-Methode ohne Probleme die Berechnung ausfithren kann.
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Die Variablentransformation und die Parametrisierung des Weges auszurechnen wére in
diesem und in den folgenden Féllen ziemlich aufwéndig; deshalb habe ich ein Maple-Skript
geschriebenen, welches fiir eine bestimmte Funktion g(x;, z) diese beiden Vorgénge fiir maximal
drei Integrationsvariablen (x1, z2, x3) automatisch berechnet.

Das Ergebnis der numerischen Integration ist in Abb. 21 dargestellt. Es ist klar zu erkennen,
dass die e-Methode beim Punkt z = 4 eine erhebliche Abweichung aufweist, obwohl ¢ relativ
klein gew&hlt wurde.

0.8
0.7 [ Re FV'(2) =X ——— }\
. Im Fver (Z) _ )\ __________ \
Re ¢ Z) — R N\\\\\M
06 FIm F¥er(z) — 2 o -
0.5
/
—
T ooap
0.2
0.1 "Il‘r
-0.1
z

ABBILDUNG 21: FY*(z) wurde mit der e-Methode und der A-Methode berechnet. Die Parameter
betragen A = 0.5, € = 0.05.

3.2.2 Zbox

Als nachstes wurde die Funktion

1 33
d’x )
G(z) = / — mit  zpox = xox3[2(1 — z2)xs + (1 — x3)](1 — 21) + Zver
0 “box
betrachtet.
In diesem Beispiel kénnen niemals alle partiellen Ableitungen (('%{]1’ 8875[12’ 88793) an einer be-

stimmten Stelle (x1,z2,23) € [0,1] x [0,1] x [0, 1] verschwinden, was bedeutet dass der Pfad
bei der A-Methode in jedem Punkt verschoben werden kann.

Die e-Methode und die \-Methode ergeben hier fast die gleichen Resultate (sieche Abb. 22),
allerdings besteht ein grosser Unterschied hinsichtlich der Rechenzeit. Die Integrationsmethode
rechnet bei der A-Methode wéhrend nur etwa 1.5 Minuten; die e-Methode dagegen beansprucht
iiber 40 Minuten Rechenzeit. Der Algorithmus mit A-Methode ist also rund 24 mal schneller.
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ABBILDUNG 22: (G(z) wurde mit der e-Methode und der A-Methode gerechnet. Die Parameter
betragen A = 0.5, ¢ = 0.05.

3.3 Anomale Schwellen

Im Allgemeinen haben singuldre Stellen der Integralfunktion eine physikalische Bedeutung.
Beispielsweise geben sie an, bei welchen Energien neue Teilchen entstehen konnen. Bei an-
omalen Schwellen hingegen kénnen Singularitdten auftreten, welche keine unmittelbare phy-
sikalische Bedeutung haben.

Ein Beispiel einer solchen Funktion ist

1
dxdy y . 2 2 2 2
J = b = -M )
r(s) /0 Aw g sm2 M) —ie’ T Gy m Y

mit Q% = M? — sz(1 — z).

Werden die Nullstellen von Jr(s) gesucht, an welchen sowohl die Ableitung nach z als auch
die Ableitung nach y verschwinden, so ergeben sich die folgenden kritischen Punkte:

1 2m? 9 M?
$:§, yzm und s=M (4—7712 .

An diesen Punkten kann der Pfad weder in z- noch in y-Richtung verschoben werden, wes-
halb Jg(s) dort eine Pinch-Singularitidt besitzt. Es ist zu erkennen, dass diese Singularitét
erst auftritt fiir M? > 2m, denn y liuft nur zwischen 0 und 1. Weiter siecht man, dass sich
diese Singularitét fiir verschiedene Verhéltnisse von ]‘n{—; bewegen kann. Beispielsweise liegt die
Singularitéit fiir M? = 2m? bei s = 4m?, fiir M? = 3m? bei s = 3m? oder fiir M? = 3.5m?
bei s = 1.75m?, was auch in der Abb. 24 gut zu erkennen ist. Diese Singularitit wird anomale
Singularitdt genannt, da diese keine unmittelbare physikalische Bedeutung hat.

Die weiteren Singularitdten sind Endpunktsingularitdten. Um diese zu untersuchen werden

zuerst die Integrationsgrenzen der ersten Integrationsvariable betrachtet (z = 0 oder x = 1).
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In diesem Fall ergeben sich singulére Stellen im Integranden, falls

1 4m?2

Der Pfad kann mithilfe der A-Methode in diesem Fall in die komplexe y-Ebene verschoben
werden, ausser an den Punkten, wo eine doppelte Nullstelle liegt, was bei M? = 4m? der
Fall ist. Hier tritt eine Endpunktsingularitat auf fir beliebige s. Die Funktion Jr(s) kann fir
M? = 4m? mit der A\-Methode nicht berechnet werden.

Um trotzdem Resultate zu erhalten wurde folgendes versucht:

e Die Funktion Jr(s) wird berechnet fiir M? in der Nihe von 4m?. Dadurch erhilt man
einen Eindruck, wie die Funktion an der singulédren Stelle aussehen kénnte. Was aufféllt
ist, dass fiir M? > 4m? der Imaginirteil von Jg(s) iiberall positiv ist; fiir M? < 4m?
dagegen ist er nur oberhalb der anomalen Singularitédt positiv und unterhalb ist er Null
(siche Abb. 23 und Abb. 24).

e Das Integrationsgebiet wird aufgeteilt und zwei sehr kleine Umgebungen um die Punkte
r=0,y = % und z =1,y = % werden ausgelassen und separat integriert. Halt man diese
Umgebungen sehr klein, so kann man ein akzeptables Resultat erwarten. Die urspriing-
liche Idee war, in diesen kleine Umgebungen z(z,y;s;m?, M?) durch Taylorreihen zu
entwickeln und die quadratischen Terme wegzulassen; dies war aber immer noch nicht
integrierbar, da die Entwicklungen die selben doppelten Nullstellen aufwiesen, womit
die A-Methode nicht zurecht kam. Es wurde noch versucht diese kleinen Gebiete ein-
fach wegzulassen und gar nicht zu integrieren, allerdings ergab sich dabei kein sinnvolles

Resultat — der Imaginérteil von Jr(s) war negativ.

10 m | ‘
i a3
8 M2 = 4.1m2 R |
A
| \\
6 \\
Il A
4 - i
2 __\“‘ﬁ‘~7 iiii 7*\ \\\\\;‘__\
O L
\\/
2
L : 1 ; 5 4 5 6
S

ABBILDUNG 23: Jg(s) fir M? > 4m?
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Eine weitere Endpunktsingularitét tritt auf, wenn

1 4m?
y =1, x:<1i\/1—m>,
2 S

wodurch eine doppelte Nullstelle bei s = 4m? zuliegen kommt. Diese Singularitit ist jedem
der Diagramme in Abb. 24 gut zu erkennen.

10 T T T 10 T T T
3 M2 = 2m?2 Re Jr(s) | 8 M? = 3m? Re Jr(s) —
Im Jgp(s) ------ I Jp(s) ———---
6 6
4 4 »\‘_¥
2 sz 2 B
P - |

— \
0 0
) -2

-1 0 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4 5 6

S S
10 T T T 10 T T T
g M2 = 3.5m> Re Jr(s) | g M2 =37Tm Re Jr(s) |
" Im Jp(s) ------ Im Jp(s) ------
r
4 A 4 i \; A
| N N

2 i i 2 I B
0 | 0 | S~
-2 -2

-1 0 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4 5 6

S S

ABBILDUNG 24: Bei einer anomalen Schwelle kénnen physikalisch bedeutungslose Singularitéiten
2

auftreten, wie hier die Singularitdt weiter links, welche ihre Position &ndert fiir verschiedene %,
wobei hier m? = 1 gesetzt wurde.

Diese Grafiken wurden ausschliesslich mit der A-Methode berechnet, da die e-Methode hier
viel zu viel Rechenzeit in Anspruch genommen hétte.

Ob der Realteil von Jp(s) bei der anomalen Singularitdt gegen unendlich geht, lasst sich
numerisch nicht abschliessend beurteilen. Wird der entsprechende Ausschnitt in der Ndhe der
Singularitdt genauer berechnet, so nehmen die Werte immer ein wenig zu, allerdings kann
nicht entschieden werden, ob diese im Grenzfall gegen einen bestimmten Wert konvergieren

oder gegen unendlich streben.
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4 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Methoden zur Losung von sogenannten Feynmanintegralen vorgestellt
und besprochen.

Feynmanintegrale spielen eine Rolle in der Quantenfeldtheorie und sind komplexe Funktio-
nen, die durch eine Integraldarstellung gegeben sind. Eigenschaften dieser Integraldarstellun-
gen, wie beispielsweise die Art von Singularitdten, wurden durch Methoden wie der Verformung
des Integrationspfades aufgezeigt. Des Weiteren wurde die Methode der Dispersionsrelation
vorgestellt, bei welcher die Integraldarstellung umgeschrieben werden kann um die Singulari-
taten zu verdeutlichen.

Feynmanintegrale wurden auch numerisch berechnet. Dazu wurden zwei Methoden benutzt:

e Die erste Methode beruht darauf, dass ein (oder mehrere) physikalischer Parameter mit
einem kleinen komplexen Imaginérteil versehen werden. Dadurch konnen nicht definierte
Stellen der Integraldarstellung vermieden werden.

e Bei der zweiten Methode wird der Integrationspfad in der komplexen Ebene so verscho-
ben, dass das Integral auch fiir reelle Parameter ausgewertet werden kann.

Es wurde gezeigt, dass die zweite Methode kiirzere Rechenzeiten aufweist und viel genauere
Resultate liefert. Der Grund liegt darin, dass bei der ersten Methode die Parameter einen mog-
lichst kleinen Imaginérteil besitzen miissen, andernfalls ergibt sich nicht das richtige Resultat.
Der Imaginéarteil darf aber auch nicht zu klein gewéhlt werden, da sonst der Rechenaufwand
erheblich zunimmt. Die zweite Methode hingegen liefert stets das exakte Resultat, unabhan-
gig davon wie weit der Pfad verschoben wird. Diese Tatsache beruht auf dem Integralsatz von
Cauchy.

Mithilfe dieser Methoden wurden einige Feynmanintegrale mit Erfolg numerisch berechnet

und ihre Eigenschaften diskutiert.
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A Mathematischer Anhang

A.1 Kurze Zusammenfassung der komplexen Analysis
Notation:

z € C sei eine komplexe Zahl mit z = x + iy, wobei x,y € R zwei reelle Zahlen sind. Weiter
sei f eine komplexe Funktion f: C — C mit f(z) = u(z) + iv(2), wobei u,v : C — R.

Holomorphie

Die Funktion f heisst holomorph in einem Gebiet G, falls f in jedem Punkt z € G komplex
differenzierbar ist. Dies bedeutet, dass alle partiellen Ableitungen (g—g, %’ %, g—;) fiir alle

z € G existieren und die folgenden Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt sein miissen:
d .1 /0 .0 ou Ov Ou ov
F0=5 (g rig) i =0 — -2

Die Ableitung von f(z) betrdgt dann

f,(z)—aiuii%—%+i@
- Oz oy Oz ox

Komplexe Integrale

Ein Integral in der komplexen Ebene fiihrt stets entlang einer Kurve, welche mit v: I — C,
v :t+— 2(t), I C R parametrisiert wird. Dadurch kann das Integral auf zwei reelle Integrale

zuriickgefiithrt werden:

Aﬂ@u:[}mmimzl%mggwﬁgm+§[m%ﬂ4m$>a

Satz von Cauchy fiir den Kreis

Ist f holomorph auf einer Kreisscheibe, so ist

ﬁf@ﬁz:O

fiir alle Kurven ~, welche vollstdndig in der Kreisscheibe verlaufen und geschlossen sind.
Daraus folgt insbesondere, dass Integrale iiber nicht geschlossene Kurven unabhéngig vom
gewahlten Weg sind, solange der Weg innerhalb der Kreisscheibe verlauft.

Cauchy-Integralformel

Ist f holomorph in einem Gebiet G und v C G eine im Gegenuhrzeigersinn orientierte ge-
schlossene Kurve ohne Selbstiiberschneidung, so ist f beliebig oft differenzierbar mit den
Ableitungen

n n! f(©)
f( )(z):%/w(g“—z)(”ﬂ)dc

fiir alle z innerhalb der Kurve ~.
Insbesondere ist
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A.2 Singularititen und analytische Fortsetzungen

Singularitidten

Ist die Funktion F'(z) holomorph auf C \ {zo, z1, 22, ...}, so heissen die Punkte 2, 21, 22, . . .

isolierte Singularitéten der Funktion F'(z).

Sei zg eine isolierte Singularitdt von F'(z), so gibt es drei Moglichkeiten:

e 2 heisst hebbare Singularitit, falls lim F(z) =ce C

zZ—20

e 2 heisst Pol, falls lim F(z) = co

Z—20

e 2 heisst wesentliche Singularitét, falls der Grenzwert lim F'(z) nicht existiert.

z—20

Besitzt F'(z) eine Integraldarstellung entlang eines Pfades C, so kann beim Grenziibergang

z — zq folgendes passieren:

e Der Integrand besitzt keine singuldren Stellen (siehe Abb. 25 (a)) oder diese sind weit

vom Integrationspfad C' entfernt, dann ist zp keine Singularitdt von F(z) (oder eine
hebbare).

Beim Grenziibergang néhert sich eine (oder mehrere) singuldre Stelle (w;) dem Inte-
grationspfad aus der selben Richtung (siehe Abb. 25 (b)). Dann kann der Pfad C in
die entgegengesetzte Richtung verschoben werden, so dass zg auch hier keine oder eine
hebbare Singularitét ist.

Beim Grenziibergang néhern sich mindestens zwei singulére Stellen des Integranden dem
Integrationspfad aus verschiedenen Richtungen (sieche Abb. 25 (c)). Dadurch wird der
Integrationspfad eingeklemmt und kann nicht verschoben werden, was zu einer Singula-
ritdt von F(z) bei z = zy fithrt. Eine solche Singularitit wird auch Pinch-Singularitét
genannt (engl. pinch = (ein)klemmen).

Eine (oder mehrere) singuldre Stelle des Integranden néhert sich einem Endpunkt A
des Integrationspfades (siche Abb. 25 (d)). Die Endpunkte sind fest, sie diirfen somit
nicht verschoben werden. Es entsteht also bei zy eine Singularitidt in F(z), die auch
Endpunktsingularitiat genannt wird.

w1 w1
A A A \ wWo /A
(a) (b) (©) (@)

ABBILDUNG 25: (a): Urspriinglicher Integrationspfad C' mit Endpunkt A. (b): eine Singularitit w,
néhert sich dem Integrationspfad, dieser wird nach C’ verschoben. (¢): Zwei Singularitdten wy und we

ndhern sich aus verschiedenen Richtungen dem Integrationspfad, dieser wird eingeklemmt und kann
deshalb nicht verschoben werden. (d): Die Singularitét ndhert sich dem Endpunkt A, welcher nicht

verschoben werden kann.
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Analytische Fortsetzungen

Ist eine Funktion Fj(z) holomorph in einem bestimmten Gebiet G; C C, so besitzt sie dort
eine eindeutige Reihenentwicklung

Um die Funktion Fj(z) in einem anderen Gebiet Go C C (wobei G N G eine offene Menge
bildet) analytisch fortzusetzen, muss sich eine Funktion F5(z) finden lassen, welche holomorph
ist in G und in der Uberlappung von G1 N Gy eine identische Reihenentwicklung wie Fi(z)
aufweist.

Man spricht von einer analytischen Fortsetzung der Funktion F}(z) entlang eines Weges C,
wenn der Weg C' vollstéandig mit sich iiberlappenden Mengen G; iiberdeckt werden kann und
die Reihenentwicklungen in den Uberlappungen der Mengen iibereinstimmen (Beispiel in Abb.
26). Eine solche Fortsetzung hingt im allgemeinen von der Wahl des Weges C' ab. Somit kann
es auch sein, dass eine Fortsetzung entlang eines geschlossenen Weges um eine Singularitét
nicht wieder auf die urspriingliche Funktion F}(z) fiihrt.

ABBILDUNG 26: Die Funktion Fj(z), definiert in der Kreismenge G, wird analytisch fortgesetzt zu
F, (definiert in Gs), ..., bis zur Funktion Fjs (definiert in Gis). Dabei muss Fj(z) nicht unbedingt
identisch sein mit Fi3(z), wenn a eine Singularitdt von F;(z) ist.

Nachfolgend zwei typische Anwendungen: die Wurzelfunktion und der Logarithmus.

Wurzelfunktion Da die Wurzelfunktion F(z) = {/z als Umkehrfunktion von G(w) = w™
definiert ist, beschreibt sie keine eindeutige Abbildung. Zu jedem z € C\{0} gibt es n Wurzeln.
Um eine (holomorphe) Wurzelfunktion Fi(z) zu erhalten, muss man sich auf eine Wurzel
festlegen. Setzt man diese Funktion entlang eines Weges um den Nullpunkt analytisch fort, so
erhélt man die Wurzelfunktion Fy(z) = Fi(z)exp (IHTZ) Diese Fortsetzung kann man n-mal
durchfithren bis man wieder die urspriingliche Funktion F(z) erhélt.
Um nun eine eindeutige Wurzelfunktion festzulegen, muss auf irgend einer Stelle in der

komplexen Zahlenebene ein sogenannter Schnitt eingefithrt werden, der vom Nullpunkt aus-
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gehend bis ins Unendliche fithrt. An diesem Schnitt ist die Wurzelfunktion nicht definiert, es
existieren nur der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert.

Ublicherweise wihlt man diesen Schnitt entlang der negativen reellen Achse. Die Wurzel-
funktion ist also holomorph auf C \ [—o00,0] und so gewéhlt, dass sie positive reelle Zahlen
liefert fiir z € RT.

Logarithmus Auch der Logarithmus ist eine Umkehrfunktion; definiert als F~!(e®) und

427

somit keine eindeutige Abbildung (z = e® =e¢ , somit ist x und = + 27¢ ein Logarithmus

von z). In Polarkoordinaten gibt es eine einfache Darstellung des Logarithmus:
In(z) =1In(|z|) +iarg(2)

Setzt man die Argumentfunktion entlang eines Weges um den Nullpunkt analytisch fort, so
kommt bei jeder Umrundung ein Faktor 2m¢ dazu. Somit kann man die Logarithmus-Funktion
beliebig oft analytisch um den Nullpunkt fortsetzen und wird nie wieder die urspriingliche
Funktion erhalten.

Die Funktion arg(z) wird nun so definiert, dass sie nur Werte zwischen —m und +m liefert,
wodurch der Logarithmus eine eindeutige Funktion wird, welche holomorph ist in C\ [—o0, 0].
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